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Sommario

Questo intervento ¢ collegato a quello di Cetraro 2016. Ho voluto fare una panoramica
sulle trasformazioni geometriche e il loro utilizzo nella risoluzione di problemi. L’anno scorso
ho trattato traslazione, simmetria e rotazione, quest’anno omotetia e inversione.

1 Omotetia

Definizione. Sia O un punto del piano e k un numero reale non nullo. Una omotetia ¢ una

—
trasformazione geometrica piana che manda il punto P nel punto P’ tale che OP' =k - O?
O e k sono detti, rispettivamente, il centro e il rapporto di omotetia.
FEssa si indica con ho = H(O, k).

Principali proprieta:
o A'B'/AB = |k|;
e AB || A'B;
e le rette unite di un’omotetia sono tutte e sole quelle passanti per il centro;

e se due triangoli non congruenti hanno i lati orientati tali che ciascun lato dell'uno e parallelo
al corrispondente lato dell’altro allora esiste una omotetia che manda un triangolo nell’altro;

e un’omotetia trasforma cerchi in cerchi;

e la composizione di due omotetie con lo stesso centro e rapporti k; e ks € un’omotetia con lo
stesso centro e di rapporto il prodotto ky - ko;

e la composizione di due omotetie con centri diversi e rapporti ki e ko con ky - ko # 1 € una
omotetia con centro sulla retta passante per i due centri e rapporto ki - ko; se kq - ko = 1 allora
la composizione ¢ una traslazione.



Problemi risolti

1. Esternamente al quadrato ABC'D costruire il triangolo ADC'E retto in E. Indichiamo con M
ed N i punti di intersezione di DC' con AE e BE rispettivamente. Se DM = 20 e NC = 45
calcolare M N.

Soluzione.

e Comnsideriamo 'omotetia hgr di centro E tale che
A= M,B—-N,C—C",D— D conD € '
DE e C' € CF; D

e osserviamo che poiche un’omotetia manda qua-
drati in quadrati D’MNC" & un quadrato di
D C

lato x; M N

e inoltre hp trasforma segmenti conguenti in
segmenti congruenti per cui D'’M = MN.
Pertanto M NC'D’ & un quadrato.

e cssendo ZDEC = 90° e ADMD' ~ ANCC',
posto MN = x abbiamo:
DM : NC'=MD': NC &
20:x=x:45 & =230

A B
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2. In un triangolo rettangolo AABC, con ZA =90° e ZC' = 60° inscrivere il quadrato PQM N
con P,QQ € BOC, M € ACed N € AB. Sia O = BM N CN tale che la distanza tra O e BC
vale 10. Calcolare la distanza di O da AB.

Soluzione.

B PP Q Q C

e L’omotetia hp di centro B tale che M — O, porta P in P’ ed N in N’ e, per le proprieta
delle omotetie P'Q’ON’ & un quadrato;

e cssendo N'O || BC abbiamo che ZON'H = 30°;
e poiche N'O = OQ'" = 10 risulta che HO = N'O/2 = 5.



3. Provare che in ogni trapezio i punti medi delle basi, il punto d’intersezione delle diagonali e il
punto d’intersezione dei due lati non paralleli sono allineati.

Soluzione.

e L’omotetia hp di centro F' tale che D — A, trasforma C' in B (poiche le rette vengono
trasformate in rette parallele) e trasforma il punto medio di DC' nel punto medio di AB,
per cui N — M e dunque F' € N M,

e dobbiamo ora provare che anche £ € M N: per fare cio consideriamo l'omotetia hg di
centro F tale A — ('

e hp trasforma B in D ed M in N e cio garantisce che F € NM,
e pertanto F, N, E, M sono allineati.



4. In un triangolo AABC' ¢ inscritta una circonferenza . Sia r la retta parallela ad AB e
tangente a v in M. La retta C'M incontra AB in N. Se AC' =9, BC' =7 e AB = 6 calcolare
AN.

Soluzione. Siano F = AC Nr, F = BC N r; indichiamo con 4’ la circonferenza inscritta in
AEFC esiano P =~ NEF, T =+ NEC,V =+4NFC, R=~vyNAC, S =~vynBC,
Q=7N"AB, EM =a, MP =0, PF =¢, TC =d.

A N Q B

Consideriamo 'omotetia he di centro C' tale che E — A, F — B; per le proprieta delle
omotetie ho(w) =y edunque T'— Re V — S;

poiche CR = C'S abbiamo:

a+a+b+d=d+c+c++b = a=c = FEM=PF

poiche segmenti congruenti hanno come immagine segmenti congruenti abbiamo

AN =ho(EM) = he(PF) = QB

dunque per valutare AN e sufficiente valutare QB. A tal fine posto BQ) = x, AQ =y e
CR = z abbiamo

r+y+z=11 x =2
y+z2=9 = y=4 = . AN=QB=x=2
r+z2=7 z2=25



5. Sia v una circonferenza di diametro AB, sia T un punto esterno a <, siano TQ e TP i
segmenti di tangenza e sia r la retta tangente a v nel punto B. Detti M, S ed N i punti
di intersezione della retta r con AP, AT e A(Q) rispettivamente, dimostrare che S e il punto
medio del segmento M N.

Soluzione.

e Consideriamo 'omotetia h, di centro A tale che T'— S
e osserviamo che Q — @' e P — P’ con la proprieta che SQ' || TQ e P'S || PT;
e essendo 7'Q) = T'P abbiamo SQ' = SF’ (1)

e dalle proprieta delle omotetie e dei triangoli rettangoli abbiamo:
/P'MS=/PMB=/PBA=/TPA=/SPM = MS=SPF (2)
e analogamente abbiamo:
JQ'NS=/QBA=/XQA=/TQN = /SQ'N = SQ =SN (3)

e da (1), (2) e (3) deduciamo che: MS =SP = SQ" = SN.



2 Inversione circolare

Definizione. Data una circonferenza ~y di centro O e raggio k si dice inversione la trasformazione
geometrica piana che ad ogni punto P # O associa il punto P’ della semiretta OP tale che

OP-OP' =k

La circonferenza v ¢ chiamata circonferenza di inversione mentre O e k? sono rispettivamente il
centro e la potenza dell’inversione: essa ¢ indicata con I = I(O, k?).

L’insieme di tutti i punti nei quali si trasformano i punti di una figura F per mezzo di un’inver-
sione costituisce la figura F’ detta figura inversa di F.

2.1 Inversione in coordinate cartesiane.

Siano z ed y cordinate nel piano messe in modo tale che il punto O coincida con 'origine del sistema
di riferimento. Allora I'inversione I(O, k?) si pud rappresentare nella forma I(z,y) = (X,Y), dove:

k’x
X = x? + 92
yo Ry
o2 +y2

2.2 Proprieta dell’inversione.

Un’inversione I = I(O, k?) di centro O e potenza k? soddisfa le seguenti proprieta:
e I ¢ una trasformazione involutoria, cioe I o I ¢ l'identita;

e se P ¢ un punto esterno a v e 717, 15 sono i punti di contatto delle tangenti a v condotte da
P allora P =T\, NOP;

T
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e se P ¢ un punto interno a v e T' ¢ uno dei punti di intersezione di v con la perpendicolare a
PO passante per P, allora la tangente a v in T interseca PO in P’;

T

e [ lascia fissi tutti i punti di ~;
e [ lascia fisse le rette passanti per O;

o se A =1I(A) e B'=1(B) allora AOAB ~ AOB'A’ ed il quadrilatero ABB’A’ ¢ ciclico;

o I = I(0,k?) trasforma una circonferenza di centro O e raggio 7 in una circonferenza di centro
O e raggio ' = k*/r;

e [ trasforma ogni retta non passante per O in una circonferenza passante per O. Inoltre il suo
diametro passante per O e perpendicolare alla retta data,;

AN
—




e I trasforma una circonferenza w passante per O in una retta non passante per O. Inoltre
questa retta e perpendicolare al diametro di w passante per O;

e [ trasforma una circonferenza w non passante per O in una circonferenza non passante per

O;

e [ lascia fisse tutte le circonferenze ortogonali ad +;
o sc A/ =1I(A) e B'=I(B) allora
A — k*. AB
OA-OB
e la trasformata di una circonferenza w di raggio r ¢ una circonferenza w’ di raggio r’ tale che
r = 71{:2 -
Pow(O,w)
dove Pow(O,w) = OC? — r? & la potenza di O rispetto al cerchio w di centro C;
e I & un’applicazione conforme (inversa), ossia conserva gli angoli tra due figure! ma ne cambia

'orientazione: se Fy e Fy sono due figure (linee, circonferenze), allora

L(Fr, Fa) = L(I(F1), I(F))

IRicordiamo che per angolo formato da due curve in un punto comune si intende I’angolo formato dalle tangenti
alle due curve in tale un punto.



Problemi risolti

1. Due cerchi w; e ws sono tangenti esternamente nel punto K; essi sono anche tangenti interna-
mente a un cerchio €2 nei punti A; e A, rispettivamente. Sia P uno dei punti di intersezione
di €2 con la tangente comune a w; e ws nel punto K. La retta PA; interseca w; ulteriormente
in By e la retta PA, interseca ws ulteriormente in Bs. Dimostrare che B; B, € una tangente
comune ad w; e wo. (British MO 1996)

Soluzione.

o, A2

A i “
y —\/

Osservato che la retta PK ¢ la tangente comune a w; e wo abbiamo

PK? = PB, - PA, = PB,- PA, (1)

Pertanto consideriamo l'inversione I = I(P, PK?)

e le circonferenze w; e ws sono lasciate fisse da I essendo entrambe ortogonali alla circon-
ferenza di inversione;

° Al — Bl7 AQ — BQ per la (1),
e () — ( (retta passante per By e By);

e dato che l'inversione conserva i punti di tangenza B; dovra essere il punto di tangenza
tra wy; ed ¢ in quanto A; e il punto di tangenza tra ) ed w;; analogamente B, sara il
punto di tangenza tra wo ed ¢ in quanto A, € il punto di tangenza tra 2 ed wy; dunque
la retta By B, e la tangente comune ad w; e ws.

]



2. Sia dato un semicerchio §2 di centro O e diametro AB e sia C' un arbitrario punto del segmento
OB. Sia D il punto del semicerchio tale che C'D & perpendicolare ad AB. Un cerchio w
con centro P e tangente all’arco BD in F e ai segmenti C'D, AB in E, G rispettivamente.
Dimostrare che il triangolo ADG ¢ isoscele.

(Cesenatico 2003)

Soluzione. Indichiamo con « la circonferenza di centro A e raggio AD.

Considerata l'inversione I = (A, AD?) abbiamo

e I(AB) = AB perche le rette per il centro di inversione restano fisse;

e I(B) = C per il primo teorema di Euclide, I(D) = D perche D € =, quindi I(2) ¢
contenuta nella retta C'D (in particolare ’arco BD ha per immagine il segmento C'D e
viceversa);

e la circonferenza w ¢ tangente a DC, ad AB e all’arco 1/9—1\3, dunque I(w) ¢ tangente
all’arco DB, alla retta AB e al segmento DC'; ma una siffatta circonferenza & unica per
cui I(w) = w (osserviamo, tra l'altro, che i punti A, E' ed F sono allineati);

e valutiamo I(G): I(G) € AB ed I(G) € w per cui I(G) coincide con G;
e essendo GG un punto fisso G € 7 ossia AG = AD.

10



3. Il quadrilatero ABC'D ¢ inscritto in una circonferenza di centro O. Le diagonali AC' e BD
non passano per O. Se il centro P della circonferenza w; circoscritta ad AAOC' giace sulla
retta BD, dimostrare che il centro () della circonferenza w, circoscritta a ABOD giace sulla

retta AC.

Soluzione.

Consideriamo l'inversione I = I(0, 0A?).

e [ trasforma la circonferenza w; nella retta AC e la retta BD nella circonferenza wsy;

e osserviamo che la retta BD e la circonferenza w; sono ortogonali (una retta ¢ ortogonale
a una circonferenza se e solo se passa per il suo centro), per cui lo sono anche le rispettive
immagini;

e pertanto essendo ortogonali AC' ed wy abbiamo che Q € AC.

11



4. Sia ABC un triangolo con ZBAC = 90° e sia L un punto del segmento BC'. Le circonferenze
w1 = O(ABL), wy = ®(CAL) intersecano le rette AC', AB in M ed N rispettivamente (oltre
che in A). Dimostrare che i punti L, M ed N sono allineati. (British MO 2010)

Soluzione.

e Indichiamo con P e () i centri di w; e wy rispettivamente.

e Le circonferenze w; e wy sono ortogonali: infatti dato che AABC' e rettangolo in A

APAQ = /PAL + ZLAQ = 90° — ZLPA +90° — 4A2QL

=90° - ZCBA+90° — LZACB = 90°

da cui segue AP 1 AQ e cio garantisce l'ortogonalita delle due circonferenze.

e per provare che L, M ed N sono allineati basta trovare un’inversione che porta tali
punti su una circonferenza passante per il suo centro; a tal fine scegliamo l'inversione
I =1(A, AM?) (in realta il raggio puo essere scelto a piacere).

e osserviamo che I(M) = M e poniamo I(L) = L', I(N) = N’. Poich¢ A € w; si ha
che I(w;) € una retta, e sapendo che M, L € w; possiamo dedurre che I(w;) = ML’
Analogamente I(wy) = L'N’.

e poiche l'inversione conserva gli angoli e w; e ortogonale ad wy possiamo dedurre che
L'M 1 L'N', quindi ZML'N" = 90°. Dato che ovviamente /M AN’ = 90° i punti L/,
M, N', A sono conciclici.

e in conclusione L', M, N’ giacciono su una circonferenza passante per A (centro di inver-
sione) e cio prova l'allineamento di L, M, N.

]
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5. Sia AABC un triangolo e D € BC'. Le circonferenze w; e wy sono tangenti esternamente ad
AD nel medesimo punto M e ciascuna di esse e tangente alla circonferenza €2 circoscritta ad
AABC e al lato BC, la prima, nel punto P, sopra al segmento BD e I’altra, nel punto @,

sopra al segmento DC'. Dimostrare che M e 'incentro del triangolo AABC. (Romania
MO 1997)
Soluzione.
Q0
E » ’ NN
‘/’

N\

B P D Q C

e Indichiamo con NV il punto medio dell’arco BC' che non contiene A e consideriamo l'in-
versione I = I(N, N B?): osserviamo che I(Q)) = BC e viceversa; inoltre poiche punti di
tangenza si trasformano in punti di tangenza, si ha I(E) = P e I(P) = E; analogamente
I(Q)=F e I(F) = Q. Possiamo quindi dire che

NP.NE=NQ-NF =NB?

e I(w) & una circonferenza tangente a BC' in P e ad 2 in E: una siffatta circonferenza e
univocamente determinata per cui I(w;) = wy; analogamente I(wq) = wo;

e poiche il punto di tangenza di due circonferenze fisse non puo che essere lasciato fisso
abbiamo I'(M) = M, ossia NM? = N B?;
e deduciamo allora che NM? = NP-NE = NQ - NF; cid prova che N appartiene ad

AM, tangente comune alle due circonferenze w; e wq; dunque AM, passando per il punto
medio dell’arco BC' & bisettrice dell’angolo ZBAC;

e per dimostrare che M & l'incentro del triangolo AABC' basta provare che BM e la
bisettrice dell’angolo ZC'BA: posto « = ZCBN, = ZCBM risulta /ZBMN = a +
e ZBAN = «; per il teorema dell’angolo esterno deve essere ZABM = (3 da cui segue
che ZOBM = ZMBA, quindi BM e¢ la bisettrice dell’angolo ZC BA.
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6. Sia ABC' un triangolo acutangolo e siano D, E., F'i piedi delle altezze relative ai lati BC', C'A,
AB rispettivamente. Dimostrare che le perpendicolari condotte da A, B, C' rispettivamente
su FF, FD, DE sono concorrenti.

Soluzione. Indichiamo con O ed H il circocentro e 'ortocentro di AABC' rispettivamente e
con €2 la circonferenza circoscritta.

Per provare la tesi e sufficiente dimostrare che AO 1. E'F.

e Osserviamo che BDHF e DCEH sono quadrilateri ciclici per cui:
AB-AF = AH - AD = AC - AE
e se consideriamo l'inversione I = [(A, AH-AD)siha: I(B) = F, I(C) = E ed I(AO) =
AQO; poiche A € Q ne segue che I(2) & una retta, per cui I(Q)) = FE;

e osservato che la circonferenza 2 ¢ ortogonale alla retta AO abbiamo che I(£2) ¢ ortogonale
a I(AO) cioe FE 1 AO, in quanto 'inversione conserva gli angoli;

e in modo analogo si prova che BO L FD e CO 1 DFE e cio garantisce che EF, FD, DE

sono concorrenti in O.

14



7. In un triangolo AABC, sia H 'ortocentro, sia M il punto medio di BC' e sia K la proiezione
ortogonale di H su AM. Se N ¢ il simmetrico di K rispetto a BC, dimostrare che N giace
sulla circonferenza €2 circoscritta ad AABC.

Soluzione.

Q0
A
a) FE
F H K
—
B D M ¢
N

e Essendo N il simmetrico di K rispetto a BC' abbiamo ZCNB = ZBK(C' quindi per
provare la tesi basta dimostrare che ZBKC' ¢ supplementare di a« = ZBAC.

e Per fare questo usiamo le seguenti considerazioni:

(1) AFHEFE ¢ ciclico = ZEHF ¢ supplementare di «;
(2) FBDH ¢ ciclico= AF-AB = AH - AD;

(3) HDCE ¢ ciclico= AE-AC = AH - AD;

(4) HDMK ¢ ciclico = AK-AM = AH - AD;

e se consideriamo l'inversione I = [(A, AH - AD) abbiamo: F' — B, D — H, M — K,
E — C} inoltre I trasforma la circonferenza w dei nove punti (che passa per F, D, M,
E) nella circonferenza I(w) che passa per B, H, K, C,

e cssendo B, H, K, C' conciclici deduciamo che /BKC = ZBHC,

e in conclusione
/CNB =/BKC =/BHC = /FHF =180° — «

per cui ZC'N B ¢ supplementare di ZBAC' e cio garantisce che N € ().
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8. Sia X un punto interno al triangolo AABC esiaY = AX N BC. Tracciamo le perpendicolari

YP,

YQ, YR, YS alle rette CA, CX, BX, BA rispettivamente. Trovare la condizione

necessaria e sufficiente che deve soddisfare X affinche PQRS sia un quadrilatero ciclico.

(Iran MO 2004)

Soluzione. Indichiamo con wy la circonferenza di diametro BY', con ws quella di diametro Y C.
Osservato che RY QX ed SY PA sono quadrilateri ciclici, denotiamo con w3 e wy le rispettive
circonferenze circoscritte.

Considerata un’inversione I di centro Y e potenza k? poniamo I(P) = P', I(Q) = @',
I(R) =R, I(S)=5"e osserviamo che I(BC) = BC,

poiche I(w;) e I(wy) sono ortogonali a BC' anche I(w;) = S'R', I(wy) = P'Q’ sono
ortogonali a BC' e quindi parallele tra loro;

analogamente I(w3) = R'Q" e I(wy) = S'P’ sono rette ortogonali ad AY e dunque
parallele tra loro;

P'Q)Y’R'S" & un parallelogramma che ¢ ciclico se e solo se & un rettangolo;

poiche I'inversione conserva gli angoli abbiamo che ZP'S’R’ & uguale all’angolo formato
dalle circonferenze wy e wy; pertanto le due circonferenze sono ortogonali se e solo se

AY 1 BC,
in conclusione PQRS ¢ ciclico & P'Q'R'S’ ¢ ciclico & /P'S'R' =90° < AY 1 BC.

Osservazione. Se la circonferenza circoscritta a P'Q)'R'S’ passa per Y si ha un caso degenere
e ipunti P, @, R, S sono allineati. m
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Problemi proposti

1.

La circonferenza passante per i punti medi dei lati di un triangolo AABC passa anche per i
piedi delle altezze e per i punti medi dei segmenti che uniscono l'ortocentro ai vertici. Tale
circonferenza si chiama circonferenza dei nove punti e il suo centro e indicato con N. Provare
che:

(a) ipunti O (circocentro) , G (baricentro) , H (ortocentro) sono allineati (retta di Eulero);
(b) N ¢ il punto medio di OH;

(c) il raggio della circonferenza dei nove punti ¢ R/2, avendo indicato con R il raggio della
circonferenza circoscritta ad AABC.

. Inscrivere un quadrato in un triangolo.

. Nel triangolo AABC siano A’, B’, C' i punti medi dei lati BC', C'A, AB rispettivamente. Sia

I'incentro di ABC sia G il suo baricentro ed S (centro di Spieker) il centro della circonferenza
inscritta nel triangolo mediale AA’B’C’. Dimostrare che S, GG, I sono allineati e IG =2-GS.

. Due circonferenze sono tangenti internamente nel punto A. La corda M N della circonferenza

piu grande e tangente alla circonferenza piu piccola nel punto P. Provare che la retta AP e
la bisettrice dell’angolo ZMAN.

. Sia ABCD un trapezio con AB || DC, sia M il punto medio di DC' e sia P un punto sulla

retta BC. Sia X = APNDC, QQ = PMNBDeY = AQN DC. Dimostrare che M ¢ il punto
medio di XY

. Siano w; e wy due circonferenze tangenti esternamente nel punto A. Sia M il punto di inter-

sezione delle due tangenti esterne. Siano B, C'; D, E i punti di intersezione di w; e ws con
una semiretta s passante per M (come indicato in figura). Provare che ZBAD = 90°,
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

Sia ABC un triangolo rettangolo (ZACB = 7). Sia H la proiezione di C'su AB. Un cerchio di
centro C' passante per H interseca la circonferenza circoscritta ad ABC' in E ed F. Dimostrare
che E'F biseca il segmento C'H.

. Sia AB un diametro del cerchio €. Per un punto C € Q, C' # A, C' # B denotiamo con D la

sua proiezione su AB. Sia w la circonferenza tangente ad AD, C'D e ) e siano X = QNw e
R = AD Nw. Dimostrare che BA- BD = BR2.

. Dimostrare che i punti P, ), R della seguente figura sono allineati.

A

0 B

Sia I l'incentro di ABC (AB < BC), sia M il punto medio di AC, sia N il punto me-
dio dell’arco AC' della circonferenza circoscritta, che contiene B. Dimostrare che ZIMA =
ZINB.

(TEOREMA DI TOLOMEO) Sia ABC'D un quadrilatero ciclico. Dimostrare che

AB-CD + BC-AD = AC-BD

Sia ABC' un triangolo acutangolo e siano D, E, F' i piedi delle altezze relative ai lati BC,
C A, AB rispettivamente. Uno dei punti di intersezione tra F'F e la circonferenza circoscritta
ad AABC ¢ P. Se Q = DF N BP dimostrare che AP = AQ.  (British MO FST 2011)

Siano k e k' due circonferenze concentriche di centro O e raggi rispettivamente R ed R’ (con
R < R'). Una semiretta Ox interseca k nel punto A; la semiretta opposta Oz’ interseca k'
nel punto B. Una terza semiretta Ot, distinta dalle precedenti, interseca k in E e k' in F.
Dimostrare che le quattro circonferenze seguenti passano per un stesso punto:

(1)

(2)

(3) la circonferenza di diametro E'F

(4) la circonferenza di diametro AB. (Mediterranean MC 2005)

la circonferenza circoscritta al triangolo AOAF;

la circonferenza circoscritta al triangolo AOBF',

(TEOREMA DELLE SETTE CIRCONFERENZE). Le circonferenze wi, ws, ws, wy, ws, We SONO
tangenti a una circonferenza w nei punti Ay, Ay, As, Ay, As, Ag rispettivamente e ciascuna di
esse ¢ anche tangente alla precedente e alla seguente (intendiamo che w; ¢ la seguente di wg e
che wg € la precedente di wy). Dimostrare che le rette A; Ay, AsAs, A3Ag sono concorrenti.
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